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J. Phys. A: Math. Gen. 16 (1983) 3723-3738. Printed in Great Britain 

Fonction generatrice des facteurs isoscalaires des groupes 
unitaires 

M Hage Hassan 
Institut de Physique Nuclkaire (et IN2P3j, Universite Claude Bernard Lyon I, 43, Bd du 
11 Novembre 1918,69622 Villeurbanne, Cedex France 

Requ le 7 fkvrier 1983, en forme definitive le 1 juin 1983 

Rhsume. Une nouvelle schematisation des Cltments de la base des reprksentations fon- 
damentales des groupes unitaires a Cte introduite. A partir de cette schematisation, et i 
I’aide de deux rtgles que nous avons etablies, nous pouvons dtduire par un calcul 
elementaire la fonction gkneratrice de la base de Gel’fand des groupes unitaires et la 
fonction gknkratrice des coefficients de couplage de cette base. De cette dernitre nous 
avons construit la fonction gtnkratrice des facteurs isoscalaires de SU(n). Ainsi notre 
approche donne les expressions algbbriques de ces facteurs dans le cas general, c’est-i-dire 
quelque soit n. Nous indiquons la methode de calcul des klkments de la representation 
irrkductibles du produit direct de N representations et nous traitons le cas particulier 
n = 2. L’approche que nous developpons s’applique, a priori, sans difficult6 aux autres 
groupes classiques. 

Abstract. In this paper we introduce a new schematisation of the elements of the bases 
of the fundamental representations of the unitary groups. Using this schematisation, as 
well as two rules which will be established in this work, we are able to find, by an elementary 
calculation, the generating function of coupling coefficients of this basis. This last generat- 
ing function permits us to find the one corresponding to SU(n) isoscalar factors. Our 
approach gives in the general case, i.e. for every n, the algebraic expressions of these 
factors. We show how to find the elements of the irreducible representation of the direct 
product of N representations, and we give the details of this method in the special case 
n = 2. A priori, our method can be easily applied to other classical groups. 

1. Introduction 

Les groupes unitaires SU(n) ont trouvC des applications dans tous les domaines de 
la physique. Plusieurs mCthodes ont CtC dCvkloppCes pour 1’Ctude de ces groupes 
(Bickerstaff et a1 1982). Cependant les approches proposkes, Nagel et Moshinsky 
(1965) et Louck et Biedenharn (1973), pour la dktermination explicite des Cltments 
de la base canonique de Gel’fand et des coefficients de couplage de cette base sont 
difficilement exploitables pour n > 3. 

Nous avons proposk une nouvelle approche (Hage Hassan 1983a, b) pour rtsoudre 
ces problbmes. Notre approche consiste A construire la fonction gCn6ratrice de la 
base de la representation de SU(n) et d’en dCduire la fonction gCnCratrice des invariants 
de Weyl (Hage Hassan 1979). Ces fonctions s’expriment i3 l’aide des Clkrpents de la 
base des reprksentations fondamentales, BRF , et des fonctions {# :}qui sont des produits 
des paramktres introduits pour la construction de la fonction gCnCratrice de la base 
de la reprksentation de SU(n). De la fonction gknkratrice des invariants de Weyl, et 

t Adresse permanente: Universit6 libanaise, facultt des Sciences, Section I, Hadeth, Beyrouth, Liban. 
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en utilisant une propriCtC de la fonction gCnCratrice de SU(n) que nous avons mis en 
Cvidence (Hage Hassan 1983b), nous avons construit la fonction g6nCratrice des 
coefficients de couplage. Le dCvCloppement de ces fonctions gCn6ratrices donne les 
ClCments de la base de la reprksentation de SU(n) et les coefficients de couplage. 

Du point de vue pratique, il est nCcessaire d’Ccrire les ClCments de la BRF dans la 
notation de Gel’fand pour la dbtermination des fonctions { q 5 ; } .  Lorsqu’on utilise la 
mCthode proposCe par Gazeau e f  a1 (1978) pour la dktermination de la fonction 
gCnCratrice des coefficients de couplage, les calculs deviennent inextricables, et m&me 
un grand ordinateur (CDC 6600) mettra un temps trbs long pour effectuer ces calculs 
dans le cas oh n 2 6. 

Four rCsoudre cette difficultC nous avons introduit une nouvelle schematisation de 
la BRF que nous appelons la reprksentation binaire, RB. A l’aide de deux rbgles que 
nous Ctablissons, nous pouvons dCduire de chaque 61Cment de la BRF le q5 correspon- 
dant. Ainsi, en utilisant la reprksentation binaire et les deux rbgles nous obtenons 
par un calcul ClCmentaire la fonction gCnCratrice de la base de Gel’fand et la fonction 
gCnCratrice des coefficients de couplage. 

Les fonctions g6nCratrices des coefficients de couplages ont des expressions trbs 
longues pour n > 3. Mais nous savons que les coefficients de couplage de SU(n) 
s’kcrivent comme une somme de produit de deux coefficients. L’un d’eux est le 
coefficient de couplage de SU(n - 1) et l’autre est le facteur isoscalaire (Klimyk 1967) 
de SU(n). Nous avons construit dans ce travail la fonction gknkratrice des facteurs 
isoscalaires dont nous pouvons dCduire l’expression de ces facteurs. 

Notre approche determine non seulement les expressions algkbriques des facteurs 
isoscalaires, rksultats difficiles Q trouver par les autres mCthodes (Klimyk 1967), mais 
permet le calcul des ClCments de la base de la representation du produit direct de N 
reprksentations. 

Dans $ 2, nous exposons la schematisation des reprksentations fondamentales et 
les rbgles afin de calculer les q5 correspondants et le calcul de la fonction gCnCratrice 
de la base de Gel’fand du groupe SU(n). Dans $ 3 ,  nous prksentons le calcul de la 
fonction gCnCratrice des coefficients de couplage. La dktermination de la fonction 
gCnCratrice des facteurs isoscalaires fera l’objet du $ 4. Le 8 5 est rCservC ?I la 
dktermination des ClCments de la base de la reprksentation irrkductible du produit 
direct de N reprCsentations. 

2. Calcul de la fonction generatrice de la base de Gel’fand 

2.1. Fonction ginbratrice de la base de Gel ’  fund 

La fonction gCnkratrice de la base de Gel’fand du groupe SU(n) (Hage Hassan 1983a) 
est donnCe par 

avec 
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et 

dA,=h,*-h,A-l, d ; ,  = h , ~ - ~ - h , + l ~ .  ( 5 )  

Les coefficients An, ont une longue expression, nous omettons de les transcrire dans 
ce travail (voir Hage Hassan 1982a). 

{x l(z)} est I'ensemble de mineurs {A(z)} = {At; 2....i; I ;  1 c I c n} construits h partir 
de la matrice complexe (zi) ( i ,  j = 1, , . . , n) par la sClection des lignes 1, 2, . . . , I et 
des colonneslij;. . . , ir. La dktermination de ces mineurs h l'aide des notations de 
Gel'fand rn(<kl)  (ou h,, est Cgal h zCro ou un) s'effectue par l'intermddiaire de la 
reprisentation binaire que nous introduisons dans le 5 2.2. 

Les coefficients 4; s'obtiennent en remplacant les indices h,, de x?(z) ,  exprimCs 
dans les notations de Gel'fand, par leurs valeurs dans l'expression (4). Dans ce cas 
dAp  et d;, sont &gaux h zCro ou h un. I1 en rCsulte que 41 est un produit de paramktres 
Y @ , C L ) ~ ~ ~ ~ , C L ) .  

Pour faciliter le calcul de d,, et d;,  dans le paragraphe suivant nous modifions 
1'Ccriture du tableau de Gel'fand par: 

. . .  

. . .  
La diffCrence entre I'indice du dCbut et celui de la fin des fleches nous donne d,, 

et di , .  

2.2. Repre'sentation binaire de x l ( z )  

Nous prisentons dans ce qui suit une schCmatisation des tl6ments de la BRF que nous 
appelons la reprksentation binaire. Cette nouvelle schkmatisation est tres pratique 
pour le calcul de la fonction gCnCratrice de la base de Gel'fand et des coefficients de 
couplage de cette base. 

Nous reprisentons le diiterminant A,?:. , . . , i :  par un tableau h n cases numCrotiies de 
1 n. Nous posons un dans les cases i l ,  i 2 , .  . . , i~ et zCro ailleurs. 

Tableau (1) 
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0 

0 

Nous dkduisons du tableau (1)  l'expression de At;Z;;;l' dans les notations de 
Gel'fand, voir tableau (2) '  en posant: 

0 1 1 

0 1 0 1 0 

, . .  0 . . .  . . .  0 ' . . .  . . .  

. . .  

[h,,=O ailleurs 
avec m, = n -i, + 1. 

: y l 2 . . .  f . . . n  

1 1  . . .  1 0  . . .  0 

i l  

1 
1 

1 . . .  1 
1 0 

1 
0 

0 0  
0 

Tableau (2) 

Inversement, si nous avons un tableau de Gel'fand de la BRF on dCduit les m, et on 
dktermine la position des 'uns' dans le tableau (1). Ainsi nous pouvons dCduire le 
mineur correspondant. I1 en rksulte que la correspondance entre les deux tableaux 
(1) et (2) est biunivoque. 

Du point de vue pratique nous pouvons dkterminer tous les ClCments de la BRF 
de SU(n) en remplissant 2" - 2  tableaux de n cases par les nombres 1, 2, . . . , 2" - 2  
exprimks en binaire. Nous donnons dans . .  les tables 1 et 2 les cas ob n = 2 et n = 3. 

Nous reprksentons le dkterminant A'$,.,.;/t par le tableau (3) et le dkterminant 
Ai;:::!: par le tableau (4). - 

1 i l  il 

Tableau (4) 
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Table 1. 

1 2 3 

La base de Gel’fand ( l o 0 )  (11°) (3 

Table 2. 

1 2 3 4 5 6 7 

RB 

Labasede Gel’fand (lo;oo) (‘1;OO) (‘1;OO) ( y o ” )  (‘l;oo) (yl0) (ll;ll) 

Le dernier tableau est important pour le calcul des ClCments de la matrice de la 
repkentat ion de U(n) de la chaine canonique. Ces ClCments sont reprCsentCs par 
deux tableaux de Gel’fand ([hh;) et (it:;) avec [ h ’ ] = [ h ]  (Louck 1970). Nous notons 
ces ClCments par 

2.3. Calcul des coefficients q5 

Les coefficients 4: s’Ccrivent sous la forme d’un produit de parambtres z ( A , p )  et 
y (A,  p ) .  Nous dCterminons les indices A et p de ces parambtres en utilisant les rbgles 
suivantes. 

(a) Nous associons Q chaque ‘un’ qui figure aprks le premier zCro (voir tableau 
(1)) un parambtre z(A, p )  dont I’indice A est le numtro de la case et p est le nombre 
des ‘uns’ avant lui, plus un. 

(b) Nous associons B chaque zCro qui figure aprbs le premier ‘un’, dans le tableau 
(l), un y(A, p )  dont I’indice A est le numCro de la base et p est le nombre des ‘uns’ 
avant h i .  

Pour dkmontrer ces,r&gles, il suffit de choisir un tableau de Gel’fand de la BRF, 
de calculer d r ,  et d : ,  et d’en dCduire le q5 correspondant et de comparer les rksultats 
obtenus en utilisant les rbgles. Dans le cas du tableau (3) nous trouvons aprbs le 
calcul de dr,  et d: ,  : 
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0 . . .  

avec 

Cette mime expression s’obtient par simple application des rbgles (a) et (b). 
Dans le cas ou il y a des ‘uns’ partout dans le tableau (1) nous associons le 

parambtre y ( n ,  n )  (Hage Hassan 1983a). 
A l’aide de la representation binaire de S U ( n )  et des rbgles (a) et (b) nous pouvons 

dCduire les fonctions gCn6ratrices de la base de la reprksentation des groupes unitaires. 
Nous donnons dans les tables 1 et 2 les rksultats des calculs pour n = 2 et n = 3, 

respectivement. Ces cas sont importants dans la suite de ce travail. 

i l + l  = n et S . = i . - i .  I I J + 1  +(l-Si,,,,). 

0 . . .  1 

3. Calcul de la fonction generatrice des coefficients de couplage 

Nous allons exposer le calcul de la fonction gCnCratrice des coefficients de couplage 
en utilisant la reprksentation binaire et les rbgles (a) et (b). 

La fonction gCnCratrice des coefficients de couplage du produit direct de p 
reprksentations du groupe S U ( n )  (Hage Hassan 1983b) est donnCe par: 

=exp(C’4bin- l~sxl(41, .  . . , 4 p ) ) .  (8) 

h n ( [h lp+l ) )  (h)p(n-i l .  sont des ClCments de la base de la reprksentation du groupe S U ( p ( n  - 1)). 
Les 4‘ sont constituCs de produits de parambtres de la fonction gCnCratrice de la 

reprksentation que nous notons par zi(A, p )  et yi(A, p ) .  De mime d,, et dLfi 
seront not& di,, et d’i+. 

Pour calculer Sq5b+1, et ’ x l  il est nkcessaire de dkterminer les scalaires Clkmen- 
taires du produit direct de p reprksentations dans la reprisentation binaire et les q5 
correspondants. 

ibme 

3.1. Scalaires Mmentaires du produit de p reprisentations 

Les scalaires ClCmentaires du produit de p reprksentations sont des dkterminants 
(Hage Hassan 1983b) qui sont de la forme 

(9) 1 ,2 , ,  . . , a l , ( n - l ) + l . .  . . , a 2 + t ( n - 1 ) .  . . . . a p + ( n - l , ( p - l )  
A1.2 , . . .  , n  

Ces dCterminants s’Ccrivent plus simplement l’aide d’un tableau de type (3), de p 
rangCes et chaque rangCe contient (n - 1) cases. Les premibres cases de chaque rangCe 
contiennent des ‘uns’ et zCro ailleurs 

v 
1 2 . . ’  ( n  -1) aZ+(n -1) 

( P  -- l ) ( n  - 1) D(n - 1)  
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1 

Le nombre des cases contenant des 'uns' dans la ieme rangCe est ai avec 

0 1 ' . .  1 0  

L'ensemble des reprksentations binaires du type (10) qui vkrifient les conditions 
(11) forment I'ensemble des scalaires Cltmentaires qui sont des ClCments de la base 
de la representation de SU(p(n - 1)). Ces reprksentations seront notees pour la 
commoditk par: - 

Q I  0 2  aP 

Le dCveloppement du diterminant (9) sur la base du produit de p reprksentations 
de SU(n) est: 

avec 
1-1  

1=1 
x: = ( i  - l ) (n  - 1) +j ,  

io, < ~ ( B , + I )  < . . . < i(p(,+ll-l) 

P1= 1, PI = c a1 + 1, 

(i = 1, PI. 
( -  l)r( ' l* ",,) est la signature de la permutation de i l ,  iz, . . . , in. 

Dans la notation de la reprksentation binaire l'expression (12) se met sous la forme - 
Q l  f f 2  a" 

(13) 
Le second membre est constitut de produits de p reprksentations de SU(n), ordonnkes 
de 1 i p. Dans le jeme nombre binaire de (13) nous avons des 'uns' dans les cases 
io,, . . . , i ~ B ~ l + l l - l )  et zCro ailleurs. 

s n  3.2. Calculde '4;(,,-1, et x i  

3.2.1. La dktermination de Sq5;(n-l) s'obtient k n  appliquant les rkgles (a) et (b) ?i la 
representation binaire de la partie gauche de l'expression (13). 

3.2.2. Le calcul de 'x1, que nous Ccrivons aussi 
RI, 
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s’effectue en appliquant les rkgles (a) et (b) B la partie droite de l’expression (13) et 
en tenant compte des paramktres de la ieve reprksentation qui sont y i ( A , ~ )  et 
z i(A, F ) .  Mais il est prefkrable de calculer ces coefficients par recurrence sur n et en 
prenant le cas n = 2 pour point de dCpart. Ce calcul est tr&s important pour l’obtention 
de la fonction gCnCratrice des facteurs isoscalaires. 

3.2.2.1. Pour n = 2 les scalaires ClCmentaires sont 

A I’aide du dCveloppement (13) et des rkgles (a) et (b) nous Ccrivons 

Nous dkduisons que 
s4; = y(3,2),  s 2  x 1 =  s 2  x = - ~ 1 ( 2 ,  l)y2(2,  l )+y1(2 ,  1)22(2, 1). (15) 

De meme 
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1 0 1 0 0 0  
A 

La fonction gCnCratrice des coefficients de couplage du groupe SU(2)  est donc: 

hi3 hi1 

exp( i = l  '4kSx?) = h," Av#dhpv, ( y ,  z ) ) h 2 [  h 1 ; ~ : 2 2  ' / 1 6 l ,  4 2 , 4 3 ) .  (18)  

Cette expression est la fonction gCnCratrice des coefficients de couplage deja calculCe 
par Schwinger (1965). 

3.2.2.2. Dans le cas gCnCral nous Ccrivons l'expression (13)  sous la forme - 
(19)  

Nous considCrons plusieurs cas. 

a3=0 
(1 )  L'un des ai est nul, un autre est Cgal h un. Nous prenons a1 = 1, a2 = n - 1 et 

= ( -  1 y - l  +E ( -  1)1'+ ' 

L'application des rkgles (a) et (b) donne 

= ( -  1)"-'z l ( n ,  1)y2(n,  n - 1 )  + y l ( n ,  1)22(n, n - 1 )  s x n-1 

(20)  
( 2 )  L'un des ai est nul, a 3 = 0 ,  et les deux autres sont plus grands que un. - 
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. .  
1 1 . .  .I, 

On dCduit que 

x ai  

s n  

. . .  

[ I I I I I I  0 ' '  0 
0 , . .  

0 1 " '  1 0 0  

. , n )  

1 0 " '  0 1 1  

(3) Dans le cas g6nbral oh les ai sont plus grands que un 
T'u 

f f l  f f 2  f f 3  
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Nous obtenons dans ce cas 

.4 

I I1 I I1 I 0 

Dans la suite de ce travail 'x sera noti  par ' x ~ : ( y i ,  zj, ' x n - ' )  (aveci = I ,  2 , 3 ) .  

La fonction gCnCratrice des coefficients de couplage du groupe unitaire s'obtient 
en remplaGant le calcul de "x7 et rdL(n-l) par la mCthode exposCe ci-dessus dans 
l'expression (8). Mais le calcul des coefficients de couplage h partir de cette fonction 
gCnCratrice est difficile pour n > 3 .  D'ou l'importance de calculer la fonction gCn- 
Cratrice des facteurs isoscalaires. 

4. Fonction generatrice des facteurs isoscalaires des groupes unitaires 

Pour calculer la fonction gCnCratrice des facteurs isoscalaires il faut d'abord porter 
les expressions (20), (21) et ( 2 2 )  dans (8). Nous obtenons 
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avec 

La sommation dans l'expression (24) porte sur tous les indices des tableaux (h  LY),, ( i  = 

Les coefficients (A,,)i et {B ji s'obtiennent de A,, et B, (Hage Hassan 1983b) en 

L'expression des coefficients 3 - [ h ]  peut s'bcrire (Klimyk 1967) sous la forme 

1,233). 

remplaGant h,, par h;,. ( (h1)nih2)n(h3)n)  est le coefficient 3 -[/I]. [ h l  l,[h31, 

p est l'indice de multiplicitC qui s'exprime A l'aide des indices des hn- l ( [h]3(n-2) ) .  [ h l x - , ,  

est le facteur isoscalaire du groupe SU(n) (SU(n) 2 SU(n - 1)). 
Si on reporte l'expression (25) dans (24) et en tenant compte que: 

n-1  A - 1  1 A = l  w = l  

n - - 1  

+ = I  
r$,(h,,, ( y i ,  zi)) = [ I7 yi(n,  p ) d ' i " - ~ i ( n ,  p )d inu [yi(h,  F)d ' iA*zi(h,  F ) ~ ~ ~ + ] ,  (26) 

et (A,) i  = (Af l - l l i (An) '  
Nous Ccrivons 

La quantitC dans le deuxi2me crochet est un ClCment h n - l ( ~ ~ ~ ~ ~ ; ~ ~ ~ ) ( r $ l ,  42,  4 3 ) .  Mais 
ces ClCments sont fonctions des coefficients ' x : - ~ ( # ' ,  r $ * ,  d3) par suite 
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[h']3,n-2) et (h')3("-2) sont fonction des indices des tableaux (hLy)" .  En utilisant 
l'expression (Hage Hassan 1983b) suivante 

s n-1 
et en remplacant 'xy-l par 
dans les notations de Gel'fand, nous obtenons 

exp( 1 '4  n ~ x  1 ( y j ,  z j ,  '4" - 1 I) 

(hLY,  ( y ' ,  z ' ) ) ,  hLY sont les indices de x i  exprimks 

I 

x [A;(n-2~B;(n-Z)q53(n-Z)(h:v, ( Y ' ,  z ' ) ) ] ,  (30) 

et B17,n-2, s'expriment it l'aide des indices h;". 
Le calcul du facteur isoscalaire s'obtient en dkveloppant le premier membre et en 

identifiant avec le second membre. 
Du point de vue pratique, nous dCterminons les scalaires ClCmentaires et les q5 

correspondants en utilisant les rhgles (a) et (b). Ensuite it l'aide des dCveloppements 
(20), (21)  et (22) nous pouvons calculer les ' x "  en fonction des yi(n, a ) ,  z i (n ,  a )  et 
des 'x"-', puis on remplace ' x n - '  par les q5 correspondants en utilisant les rbgles citCes 
ci-dessus. Ainsi nous dkterminons la fonction gCnCratrice des facteurs isoscalaires des 
groupes unitaires dont le calcul s'eff ectue en comparant le dCveloppement du premier 
membre de I'expression (30) avec le second membre. U n  programme de calcul sur 
ordinateur de la fonction gCnCratrice des facteurs isoscalaires est disponible. 

5. Element de la base de la representation du produit direct de N representations 

Les ClCments de la base de la reprksentation irrkductible du produit direct de N 
reprksentations ( N  = p - 1 )  se dCduisent de la fonction gCnCratrice des invariants de 
Weyl exp(Cls4cb'x:) (Hage Hassan 1983b). Pour cela il faut dCvelopper ' x X :  sur les 
bases du produit de deux reprksentations l'une est la base de la reprksentation du 
groupe SU(n)  et l'autre est la base ou les Clkments des matrices de la reprksentation 
du groupe, ou sous groupe, de SU(p(n - 1)). I1 est nCcessaire d'Ccrire 'xxl sous la 
forme d'un dkterminant pour la simplicit6 du calcul. Une fois dCterminC le dCveloppe- 
ment de 'x1, nous devons 1'Ccrire i l'aide de la reprksentation binaire et en utilisant 
le tableau ( l ) ,  schkmatiser les C16ments de RF de SU(n)  et le tableau (4) pour 
reprisenter les ClCments de l'autre base. 

Nous notons par { y 3 ( A ,  p ) ,  z 3 ( h ,  p ) }  les parambtres associks it la fonction gCn- 
Cratrice de la base de SU(n)  et par { y l ( h ,  p ) ,  z l ( A ,  p ) ,  y2(h,  p ) ,  z2(h, p ) }  les para- 
mhtres associCs i la fonction gCnCratrice du groupe, ou sous groupe, de SU(p(n - 1)). 
Nous remplaGons ensuite les tableaux par les q5 correspondants en utilisant les rkgles 
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(a) et (b) et on remplace ’x 1 par les rksultats obtenus dans la fonction gknkratrice des 
invariants de Weyl. 

Aprbs dkveloppement de la fonction gknkratrice ainsi obtenue nous dkduisons des 
puissances de parambtres y l ( A ,  p ) ,  z 1 ( A ,  p ) ,  y2(A, p), 22(A, p )  les indices de la base 
ou des klkments de la base de la reprksentation du groupe, ou sous groupe, de 
SU(p(n - 1)). Ainsi nous obtenons la base de la reprksentation du produit direct de 
N reprksentations. 

Nous traitons it titre d’exemple le cas du produit direct de deux reprksentations 
du groupe SU(2). 

La fonction gknkratrice des invariants de Weyl du groupe SU(2) est 

Le dkveloppement des scalaires est 

A23 12 - - A;A; - A ~ A :  (3) 

- -El m1-H rqq (34) 

0 

Nous remarquons que A;, A:, A:, Ai ,  A;; sont les klkments de la matrice de la 
reprksentation du groupe U(2). I1 n’est pas nkcessaire de garder SU(3) comme la 
base du produit direct de deux reprksentations du groupe SU(2). 

Les 4 correspondants B ces scalaires sont 

=21(2, l)[y2(2, 1 ) ~ 3 ( 2 , 1 ) - ~ 2 ( 2 ,  l)y3(2, l)]. (37) 

Si on met (35), (36) et (37) a la place des dkterminants A;;, Ai: et A?: dans la fonction 
gknkratrice des invariants de Weyl (31) et si on effectue le dkveloppement de la 
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fonction obtenue nous trouvons 

avec 

j 3  - m 3 ,  j 3  + m 3 ,  J 1 ,  J2 ,  J3 sont des entiers positifs. De l’expression (38) nous dkduisons 
que les ClCments de la reprksentation irrkductible du produit direct sont les ClCments 
de la matrice de la reprksentation du groupe U(2), 

avec 

on dCduit que 

I1 est important de souligner que la quantitC dans le deuxibme crochet de 
l’expression (38) est la m6me que le produit de parambtres introduits par Schwinger 
(1963,  avec des notations diffCrentes, pour la construction de la fonction gknkratrice 
de la reprksentation irrkductible du produit direct de deux reprksentations du groupe 
SU(2). 

6. Conclusion 

Dans ce travail, nous avons dkveloppC une mCthode pratique pour le calcul de la 
fonction gCnCratrice de la base de Gel’fand des groupes unitaires et des coefficients 
de couplage de cette base. 

Nous avons introduit la reprksentation binaire qui est une nouvelle schkmatisation 
des ClCments de la BRF et nous avons montrk la correspondance avec les tableaux de 
Gel’fand. Ainsi pour dCterminer les ClCments de la BRF de SU(n), il suffit de remplir 
2” - 2 tableaux de n cases par les nombres 1,2 ,  . . . , 2 ”  

Nous avons montrk qu’8 l’aide de deux rkgles simples, que nous avons dkcouvertes, 
nous pouvons dkterminer pour chaque ClCment de la BRF les produits des parambtres 
qui lui sont associCs dans l’expression de la fonction gknkratrice de la base de SU(n), 
et par suite, cette dernikre fonction se calcule aisCment. 

2 exprimCs en binaire. 
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Les expressions des scalaires ClCmentaires du produit direct de p reprisentations 
et  leur dCveloppement sur le produit de ces reprisentations se trouvent considCrable- 
ment facilitCs en utilisant la RB. Nous montrons que le calcul de la fonction gknkratrice 
des coefficients de couplage s’effectue aisCment en utilisant ces expressions et les rbgles 

Les fonctions gCnCratrices ont des expressions longues pour n > 3 .  Nous avons 
rtussi B surmonter cette difficult6 en calculant la fonction gCnCratrice des facteurs 
isoscalaires. Ainsi nous pouvons calculer les facteurs isoscalaires et par suite les 
coefficients des couplages. 

Nous avons montrC comment par notre mCthode nous pouvons calculer les ClCments 
de la reprksentation irrkductible du produit direct de N reprCsentations (N  = p  - 1). 
Nous avons retrouvC dans le cas de SU(2) les rksultats de Schwinger (1965). 

L’obtention de la fonction gCnCratrice des facteurs isoscalaires et la facilitC du 
calcul pour aboutir B ce rksultat montre la puissance technique de notre approche. 
De plus, cette fonction donne les expressions alghbriques des facteurs isoscalaires 
dans le cas gCnCral (n  L 3) .  Les resultats du calcul de ces expressions seront publiCs 
prochainement. 

(a) et (b). 
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